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Ober die Strahlung der fre ien  E lektronen  
i m  C o u l o m b f e l d .  

Von J. R. Oppenheimer*~ zarzeit in Ziirich. 

Mit 5 Abbildungen. (Eingegangen am 6. ~ai 1929.) 

Fiir die Strahlung eines Elektrons im Felde eines positiven Ions ergibt die Quanten- 
mechanik Wcrte, die yon den klassischen und korrespondenzmAfligen wesentlich 
abweichen. Die nenen Werte ergcben die richtige Gr6flenordnung fiir die kon- 

tinuierliche Absorption im Innern der Sterne. 

Bekanntlich llefert (lie K r a m e r s s e h e  Theorie eine befriedigende Er- 

kl~trung der Bremsstrah]ung**. Auf Grand dieser Theorie lassen sieh 

nicht nur die Form der Isochromaten und der spektralen Verteflung ver- 

stehen; sic gibt auch die Gr~i~enordnung der Gesamtstrahlung richtig 

wieder. Dagegen fiihrt die Anwendung der Theorie auf die Berechnung 

der kontinuierliehen Absorption im Innern der Sterne zu Werten, die 

zehnmal kleiner sind als die, die man aus den astronomisehen Daten er- 

hi,It***. Diese sind also weder mit der Theorie noeh mlt den Ex- 

perimenten im Eink]ang. 

~Nun sind die Zustande im Innern der Sterne wesen~lich yon den- 

ienigen verschieden, die man in der RSntgenrShre trifft. Denn in einem 

Falle sind die Atome, auf die das strahlende Elek~ron trif~t, unzerstSrte 

normale Atome; im anderen Falle aber sind sic wegen der groBen [pni- 

sation praktisch nackte Ionen. Dieser Untersehied bringt nun mit sieh, 

dab fiir Frequenzen oberhalb der KantenIrequenz die Strahlung in den 

zwei FAllen wesentlieh versehieden sein muB. Da nun in beiclen F~llen 

die Strahlung an der Kante kontinuierlich verli~uft, daft man nicht ohne 

weitedes sehlieBen, dab die kontinuierliche Strahlung in beiden FMlen 

praktisch die glelehe sein wird;  in der NKhe der Kante k0nnte man Ab- 

weichungen erwarten. Freilich sind diese Abweichungen in der K- 

RSntgenabsorption nicht sehr wesentlieh; aber dab sic wesentlich sein 

k(innen, zeigt die Tatsache, dad die kontinuierliehe Absorption fiir die 

&lkalien 20real kleiner ist als die, die man aus einem wasserstoff- 

i~hnliehen Modell berechnet. Nun ist die Strahlung in der N~he der 
Kante ft~r das astronomisehe Problem besonders wiehtig; denn die mittlere 

* National Research Fellow and Fellow of the International Education Board. 
** H. A. Kramers ,  Phil. ]~ag. (6) 46, 836, 1923. 

*** A. S. Edd ing ton ,  Internal Constitution of the Stars, Chap IX. Cam- 
bridge 1926. 

46 * 
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Translationsenergie der Elektronen ist nur ein Brucbteil der mittleren 

Energie der Quanten. Es besteht also die MSgliehkeit, dal~ die K r a m e r s -  
sche Formel zwar ffir die Bremsstrahlung, nieht abet ffir die Strahlung 

sines Elektrons im Felde eines nackten Kernes die richtigen Werte liefert. 

Wir  werden sehen, dal] die Quantenmechanik eine S t rahhng  ergibt, 

die yon der K r a m e r s s e h e n  wesentlieh abweieht. Zum Vergleich geben 

wir die K r a m e r s  sche Formel wieder: Wenn ein Strom yon ein Elektron 

pro Zeit- und Fl~eheneinheit mit der Gesehwindigkeit v auf einen Z-~aeh 

geladenen Kern stSl~t, so lautet sie ~fir die pro Zeit- und Frequenzeinheit 

ausgestrahlte Energie 
32 ~ Z ~ e 6 

/~, - -  g .  ( 1 )  
3 V 3  c ~ m ~ v '~ 

lt't V 2 
Diese Formel gilt bis zur Kantenfrequenz v 0 z 2 h. In (1) hat die 

GrSl]e g an der Kante den Wer t  1, und wi~chst mit abnehmender Frequenz 

sehr langsam an; sie wird mit versehwindender Frequenz logarithmisch 

unendlich. Die Formel (1) schreiben wit  

L, ~-- ~,--~ Q g = 1 . 8  Q.q, 

wobei 
3 2 ~ Z~ e 6 

Q - -  3 c ~ m ~ v  ~ (2) 

Es wird sich nun ergeben, daft dlese Aussagea ffir kleine Frequenzen 

riehtig bleiben; fiir grSi~ere Frequenzen, und besonders in der Nahe der 

Kante, iinden wir ein ganz anderes Verhalten. Fiir sehr gro~e Ge- 

sehwindigkeiten - -  solehe, die einer Energie entsprechen, die das ttundert- 

faehe der Ionisationsarbeit fibertrifft - -  ist die Strahlnng sogar geringer 

als die nach (1) berechnete. Aber in dem Gebiet, das in den Sternen in 

Betraeht kommt, ist sie 10- bis 30mal  grSfler. 

Wir  gehen nun zur Rechnung fiber. Sie laflt sich nach bekannten 
Methoden durchiiihren, indem man die Matrixkomponenten der Polarisation 

ausrechnet und in die quantenmechanische Formel* ~iir die Intensitat der 
Strahlung einsetzt. Da die Bewegungsrichtung der Elektronen nach dem 

Sprung beliebig ist, kommr bei uns noch eine Integration fiber diese 
Richtungen vor;  trod es handelt slch nur datum, die Rechnung so zu Iiihren, 

* Hierbei vernaehliissigen wir den Impuls der Strahlung, das ist fiir die An- 
wendung der Ergebnisse im Innern der Sterne wegen der geringen Gesehwindig- 
keiten erlaubt. Fiir die Bereehnung der Intensit~it sehr harter Strahlung w~iren 
unsere Formeln nieht anwendbar. 



0ber die Strahlung der freien Elektronen im Coulombfeld. 727 

daft man die GrSl3e der Strahlung bei gegebener An[angsgeschwindigkeit 

mSgliehst leieht ablesen kann. 

Es soll ein Strom yon ein Elektron pro Zeit- und Flacheneinheit mit 

den Geschwindigkeitskomponenten 0, 0, v auf einen Z-faeh geladenen 
Kern stol]en. Wir fiihren die parabolisehen Koordinaten 

~ ~ r + z ;  "tl = r - - z ;  r = a rc tangY;  d v ~ - -  1 x 4 (~+~l)  d~ d~ldop 

und die Abkiirzungen 

h a 2 ~ m v  1 2 ~ Z e  ~ k v  R Z  ~ 
�9 k ~ ; n z - - ~ - - ,  v - -  

a = 4 ~ m Z e ~ ,  h, ak  hv  ' 4 ~  n ~ 

ein. Dann lautet die Wellengleichung 

Der Ausgangszustand der Elektronen lal]t* sich dann durch eine LSsung 
dieser Gleichung einfach darstellen: 

$o = C dk/2. (~- 7) F (i n, 1, i k 7)" (3) 
Setzt man 

IC] ~ = e~ ' .  U ( 1 - -  i n ) .  U ( l  + i n ) . v  -x ,  

so entspricht (3) dem oben [estgestell~en Elektronenstrom. Hierbei ist 
F die entartete hypergeometrische Funktion 

(o) (~) 

F(a, b, x) --  F(b)2~i I e~'s~-b ( s -  x)-~ds. 
- - o o  

Wir gebrauchen ihre Reihenentwieklung 

F(b) ~ F ( a §  x ~ /7 (a, b, Z) 
- -  F ( a )  ~ = o  F ( b  -t- ~) v! (4) 

und ihren asymptotisehen Wert fiir grol]e {x] 

F(a,  b, x) ~ F(b)  I f ' ( b - -  am) -~- F(a)  I" (5) 

Das System der LSsungen der Wellengleichung, die zum kontinuier- 
lichen Spektrum geh(iren, ist 

)l 
= 5;mc'v e~im~+~'l'2(~-'l) F \  --'2-- -t- io:, m -~ 1, - - i k $  (6) 

* W. Gordon, ZS. f. Phys. 48, 180, 1928. 
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Da (3) axialsymmetriseh ist, werden wit  nur ~o~n und tb_+l~n zu 
gebrauchen haben. Diese normieren wir in der av -Ska le  gemitl3 der 
Bedingung 

~ i n  /k o: 
~a ~ ~ i n / k  y 

So erhalt man fiir die normierenden Faktoren iV z.B. - -  vgl. (5) - -  

e ~'~v k--2 (-[a + Ib) 

~'o~, = 2 I r ( - ~ - ~ ) 1  ~ I r ( ~ - ~ - ~ ) l  ~' 

0 0 

d~ {ln ./X ~}.sin//Xk ~L~ = 2  
e o  

So wird 

N ~ , =  4 ~ m k h - ~ ( e ' ~ - ~ e - ' ~ ) - ~ ( e ' ~ - ~ e - ' ~ ' ~ ) - ~  (7) 
und 

N+_ 1 ~ �9 = 4 ~ m P h - ~  ~ ( e  + n )  (e ~ ~ - -  e -  '~ ~ ) -  1 (e,~,~ _ e -  ~ ~ - 2 , ~ , 9 -  ~. ( 8 )  

Fiir die 
polarisiert ist, hat man dann 

i z  __~ 64  ~a [ C ]~ (v - -  v') ~ e 2 i 
3c ~ d ~  ~u I I  ~ ~ 7 

- - o o  

wobei 

z: = } ; I  e ~ e n (~' - n') ~o *o ~ ~,. 

0 

Fiir die senkrechte Komponente gilt 

I ~  6 4  ~ [ r  ~ (v  - -  v ' )  4 e ~ I = 3 ~  d ~ N : ~ , ,  Ix:r ~, 

0 

Strahlung, die mit ihrem elektrischen Vektor parallel z 

(9) 

( l o )  
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Gebraucht man die Beziehungen* 

b tz (a, b, x) : (b - -  a) F (a, b + 1, x) Jr- a F (a 4- 1, b ~- 1, x), 

x.F (a, b, x) : (b - -  a) .F (a 1, b, x) - -  (b - -  2 a) F (a, b, x) 

- -  a F ( a  + 1, b, x), 

~ ~d Se i - - E -  ~F(a,  b , - - i k ~ )  ~'(a', b, - -  i k '~)  
0 

( b - - a - - a ' ) u ~ a ' - - a  I ik+k'~ 
: i ( - k - - -~ i  �9 d~e  ~ -  F ( a , b , - - i k ~ ) F ( a ' , b , - - i k ' ~ ) ,  

0 

wobei 
k - -  k' n' - -  
k+k' n '+n  

ist, so lassen sich 1~ und I~ auf die Integrale 

I 1 = ~ d ~ e  2 - F ( ~ - - i a ,  l, i k '~) ;  
0 

~., .k § k' 
I2 = I ~ d ~ e  - ~  2 ~ f ( 1 - - i t z ,  2, i k '~) ,  

0 

= 

I ,  ---- 

i k  A- k ' 

~ d ~ e  ~ ' l F ( - - i n ,  1, - - i k ~ ) . F ( ~ - - i t z - - i n l ,  1 , - - i k ' ~ ) ,  
0 

(11) 

zr . k A- k ~ 

l d ~ e  ~ ~ - n  F ( ~ - i n ,  2 , - - i k ~ ) F ( 1 - - i a - - i n ' ,  2, - - i k ' ~ ) ,  
0 

k A - k  r 

~ ~ d ~ e  i ~ - n  F(1  - - i n ,  2, - -  i k ~ )  F ( 1 - -  i a - - i n ' ,  2, - -  i k '~) 
O 

zuriickhihren. 

Diese Integrale konvergieren nicht. Da man aber aus den Be- 
wegungsgleichungen und der Konvergenz der Beschleunigungsmatrix- 
integrale well3, dal~ die entsprechenden Matrixkomponenten existieren, kann 
man die Integrale durch Verschiebung des Integrationsweges um einen 
Viertelkreis in der unteren bzw. oberen $- bzw. ~/-Ebene auswerten. Denn 
fiir diese Integrale verschwinden bei der Beschleunigungsmatrix die l~islgs 
dem unendlichen Viertelkreis genommenen Terme, und man kann die 

* P. S. Epstein,  Phys. Rev. (2) 27, 695, 1926. 
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Integrale fiber die imaginare ~- bzw. ~-Achse durch Einsetzen der Reihen- 

entwicklungen (4) gliedweise integrieren*.  So Iindet man 
- - i o o  

f _ u--~]2+i% I 1 ~ e--'k+k'r189 1, i k ' ~ ) -  k+k'--2i 

0 

- - 4  

Ferner  wircl 

i i~  e k§ 
I s - -  d~ ~ ~ F ( - - i n ,  1 , - - i k y )  ~ - - i ~ z - - i n ' ,  1 , - - i k ' ~  

0 

- - k ~ k '  =o F ( - - i n )  s! - - i a - - i n " s ~ - l ' l ' k - ~ k ' /  

2 i  F ( - -  i n  ~- s) 
__ k~_k,U-t l2  +i~+~.' ~.~ o F ( - - i n )  s! 

F - - i c ~ - - i n ' ,  - - s ,  1, k - i -k ' /  

2 i  u_~/2 + ~ § ~-~ F ( - - i n  ~-s) 
k + ~--' ~ r ( - -  i,O s! I/"(~ - - i ,~  - -  i~')1 ~ 

1 

1 
2i e-~:n~t-ll2+ia+in' f 

- -  k + k '  I r ( i - - i ~ - - i , 0 1  ~ d ~ - ~ / ~ - ' ~  
0 

4 k k ' z  ~in 
(1 - -  z )  - l ] 2 § 2 4 7  u -J- k2 __ k, 2] 

2 i e - ~ n  
k- l -k '  

W O  

Und 
__ 4e-~ .n  

/4 - -  (k  + k') ~ 

~- 4 e - ~  

~ - -  (k + k') 2 

(12) 

( 1 ) ~-~/~+ i'~ + i~' + i~ F --~n,~ - - i a - - i n ' ,  l, - -q  , (13) 

4kk '  
q - -  ( k  - k ' )  ~ 

u-  l +~=+in'+~n F ( - - i n ,  1 - - i a - - i n ' ,  2, - -  q), 

u ~ + ' : n ' + i n  F ( 1 - -  in,  1 - - i a - -  in','2, - -  q). 
(14) 

* Den Hinweis auf diesen Kunstgriff verdanke ich Herrn Prof. Pau l i ,  der die 
Methode ftir die analoge Rechnung in Polarkoordinaten gebraueht hat. 
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n e - -  n 

Daraus wird, unter  Benutzung yon (11) und u - -  
n '  -~  n 

4~ u--3 e--'tn l i 
Z _ _  _ _ ~  " _ _ 0  " ' " 3 �9 " ~  

I I ; [ - -  ( k +  k') 4 (1 2 ~  = ~ ) F ( - - . ~ , ~ - - ~ - - ~ , ~ , l , - - ~ )  

/ , 4inn'\ , , .  , I - - ~ l - - 2 i ~ z - - 2 i n  ~ - n ~ , , ) l ~ ( - - i n , ~ - - i a - - i n , 1 , - - q ) ,  (15) 

32 ~ u - 4  ~-~'~ 
II~l ~ "- '~  ~ -  ~,-7gg~ 6 IF(1-- in ,  l - - ia - - in ' ,2 ,~- -q) l .  

Die Integrat ion iiber a l~l]t sich ausfiihren. Sie [fihrt  aber zu unend- 

l ichen Reihen - -  im wesentlichen die, die man di rekt  erhalt,  wenn man 

mit Po]arkoordinaten rechnet - - ,  die ~fir numerische Auswer tung un- 

geeigne~ sin& W i r  werden also die Rechnung ~fir drei Spezialfalle dureh- 

fiihren; die Wer te  der Emission sind dann ftir beliebige Frequenzen und 

Geschwindigkelten durch eine kleine graphische Interpolat ion erhaltbar.  
Die drei  Fa l le  s ind:  

a) n ' - +  oc. Das entsprieht der  Kante and ihrer  unmit te lbaren 

Nahe. Das Gebiet der Gii l t igkei t  dieser Formeln wird  ffir gro~e Ge- 

schwindigkeiten klein. Deshalb betrachten wir  auch 

b) n --> 0. Dadurch kSnnen wir  die Emission ffir alle Geschwindig- 
7 keiten in dem Frequenzbereich v o ~ v ~ ~ v o bestimmen. 

c) q ---> cr Das entsprieht  dem entgegengesetzten Grenzfall  langer  

Wellen. Aber diese Niiherung hat  ein viel gri~6eres Anwendmagsgebiet, 

da 1/q bis zu Frequenzen ~ ~ v o recht klein bleibt. 

Die Kurven ]assen sieh dann ohne wesentliche Unbest immtheit  yon 

v ---- 0 his v ~ v o ziehen. 

a) Fi ir  n' ~ o0 werden 

I.F(1--in, 1 - - i a - - i n ' ,  2, --q)l '~' I F ( l - - i n ,  2, 4 i n , ) [ ,  

(1--2io~--2in')F -- in ,  ~ - - i a - - i n ' ,  1, - -q  

( 4 i n n ' , (  1 ) 
-- 1 - - 2 i t z - - 2 i n '  + n ~ - n )  F - - i n , - ~ - - i ~ z - - i n ' , l , - - q  , 

0 ~:~ .F(-- in, 1, 4inv) , 4n v - 1 0 v  

wobei ~ ----- 1 ~ -a [n ' .  Die Integrale  fiber a mfissen dann nnr fiber die 

Strecke - - n '  bis 0 genommen werden, mad man erhalt  

I z ~ 4 z n  Q~ ,  

i ~  8 g na l (16) - -  ~ - -  Q%,~, 
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wo Q dureh (2) gegeben ist, und 
1 

2 ~ n  I ~ v  ~s ~ n - -  e ~ - - I  d v v - 2  ~ 2 F ( - - i n ,  1 , 4 i n v )  , 

o 

1 2 z n  
%n - -  e : ~ _ _ l  I d v . z . ( 1 - -  v) l F ( 1 - - i n ,  2, 4inv)[ s. 

(17) 

o 

Diese sind nicht durch elementare Funktionen darzustellen. Ftir grofie 
Gesehwindigkeiten finder man unter Gebraueh yon (4) 

~n : 1 - - ~ n ,  ~n = 1 - - ~ n .  (18) 

Fiir kleine Gesehwindigkeiten kann man eine asymptotlsche Formel fiir 
F benutzen. Aber da hier auch ein Parameter grol~ wird, ist (5) ungiiltig ; 
nach der Sattelpunktmethode finder man 

I 0 
v Oz {v2F(in' 1 , - - 4 i v n ) }  ~ 2nS~ F ( l ~ - i n ,  2 , - - 4 i v n ) ,  

~ 4insv !F(  1 | e~/2n(4~n)l - tn  e~len(4vn)l+in [ 
- -  in)  (1 - -  1/4~) - i n  F(1 ~ i n )  (1 - -  1/4v)in[ 

Das ergibt 

Fiir zwisehenliegende Werte yon n kann man F mittels (4) berechnen 
und die Integrale graphisch abschi~tzen. Die so erhaltene Emission ist 

7O 

7 

0 ~ ,  J 
-5 -2 -7 0 7 2 

Fig. 1. 
Als  Absz iss r  is t  lnen auigetragcn.  Als  Ordina ten  s ind au igc t ragen  

1. In 10 
2. In lZ[Q an der Kanee 
3. In TX/Q ,, 

in Fig. 1 aufge~ragen, und zwar logarithmisch. Die numerisehen Werte 
der #n, Zn sind durch die Formeln 

a~ 3 ~ (n/2) 8 ~- (1 ~- ~s nS)l/2 1 ~ ~ n ~ 

= l ~ - ~ n  ' Z n = ' ( l ~ - ~ n ) ( l ~ - 2 n 3 )  (20) 
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mit grot]erAnnaherung (innerhalb 10 %) gegeben. Diese stimmen in den 

zwei GrenzfMlen mit (18) und (19)iiberein und diifften fiir die Berechnung 

der Emission in der Nahe der Kante ausreichen. 

Wenn n --> 0, gelten 

( 1 - -  2 i a - -  2in')  F - -  in, ~ . - - i ~ z - - i n ' ,  1, - - q  

4 i n n ' \  / 1 - ( 1  - 

Da 

wird 

4nn'  
ion--in', 1 , -  q ~,~ n +---~" 

I~'(-in, 1--io,--in', 2, --q) l  
,.~ 12U2 q--1 (u -4- n') - 1  (1 - -  cos {2 (co + n') in u})'/2 I. 

f d u (e ~ -F e - ~ ' ~ ) - I  (e~,~ + e - ~  ~ - 2  ~ ' a ' ) - I  _ _  

- o o  

I "  ----~ 4 ~ n  Q (1 - -  n2/n'2) ~ " 
1 - -  e -  ~ n '  

Also wird an der Kante 
0 In I "  
- -  - -  2 .  
O) l n v  

Ferner, da 

i ~(~ + n') da ( e ~ a  _ _  e - ~ a  ) ( e ~ a  _ _  e _ ~ , ~ _ 2 ~ n ,  ) - -  

wird, wieder in der N~ihe der Kante 

8 ~ r n  8 1 + 1/n '2 
I ~ - -  Q 

3 1 - - e  -2~n' 
und 0 In I z 1 

fiir n ' - -*  oo. 
O In v - -  n ~ 

n' 

1 - -  e - u ~ n ' ~  

(21) 

n' (1 -4-- n '~) 
6 (1 - -  e - 2  " ' )  

(22) 

Trfi.gt man Emission gegen v/v o auf, so wachst die Tangente an der Kante 
mit n. Fiir die parallele Komponente ~st sie dreimal so grol~ wie fiir 

die senkrechte. 

c) Bis auf Glieder in 1/q gilt* fiir q --> c~ 

ii~i 4gq3/26e -~n  F(} - ia - i (~ ) .q+i ,*  F ( ~ + i a + i 6 )  qi,~+in' 
( k +  k') 4 .F ( � 89  + F ( } + i a + i n ) F ( 1 - i n ) l  ! 

[I~1_ 3 2 ~ q e - ~ n  F(- ic~-- i~) 'q i~  ~ (ia+i~'qi~+in' '  I 
a ( k + k ' )  6 F ( 1 - i a - i n ' ) F ( 1  +in) + U(l+i~z+in ' )F(1- in) ! ' )  

* Whi t t ake r  und Watsoa, )s Analysis, Abs. 14, 51, Cambridge 1920. 
In der dritten Ausgabe ist die Endformel falsch. 

Z e i t s e h r i f t  f l i t  P h y s i k .  B d .  55 .  47 

( 2 3 )  
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wobei/~ ~ n ' - - n  ist. Das ergibt 
o o  

iz _ 4~__n+n,Qn f dec 

1 + cos {(ec + 6)ln q + 2 argU(~ + ia +ii~) +2 arg/~(1 + i n) +2argF(~-iu-in')} 
(e=,~ + e-=,~) (e~,~ + e-,~,~-2 =a) 

o ~  

i,~ 32~qnSn' f 
- (n'  + n )  4 a a  

- - o o  

1 + c0s{(e+ 6}ln q + 2 a r g / ' ( i u  + iiS) + 2 arg/"(1  + in) + 2 a r g / ' ( 1  - i  a-in')  
( l  +/~/~)  (e ~ - e  - ~ " )  (e ~ - e - ~ " - 2 ~ a )  

Diese Integrale lassen sich durch geelgnete Verschiebung des Integrations- 
weges in der oberen bzw. nnteren a-Ebene bereehnen, wobei die Ver- 

sehlebung immer so durehzuliihren ist, dal~ auf dem Integrationswege die 
aus dem cos herriihrende Terme im Limes q -~  co versehwinden. In I �9 

sind die Residuen, am Pol auf der reellen Achse zu halbieren. So wird, 
wieder bis auf Glieder in l/q: 

Iz ~ 4~ Qni$ 
(n @ n') (1 - -  e--~-~j [1 + (4nn')-~L sin {~ln q - -  ?}], 

(24) 

( ~ + ~ ' ) ~ ( 1 ~  . - - W /  

t t ierbei ist 

7 = 2a rg  { / ' ( l + i n ' ) . / ' ( 1 - - i n ) . / ' ( 1  ' i ~ ) } .  

Diese GrSl]e versehwindet quadratiseh in n und & 
8 Da nun bei v ~ %, q -~- 8 ist, liefert (24) eine gute N~herung 

fiir den gr~ilteren Tell des Frequenzbereiehs. Dieser Bereieh nimmt 
naNrlleh far  sehr kleine Gesehwindigkei~en ab, denn fiir die Giiltigkeit 

yon (23) mug vorausgesetz~ werden, dad n/q noeh klein sel. 
3 (24) bestimmt; In den Fig. 2 und 3 sind die Punkte bis zu ~ % aus 

in der N~he der Kante gebraueht man (16), (21), (22). Ans diesen 
i die spektrale Ver te ihng  nieht sehr yon Kurven siehb man, dal] fiir n ~ 

der K r a m  e r s sehen abweieht. Bei kleineren Gesehwindigkeiten ist iedoeh 
die Strahlung in der Nahe der Kante verhMtnismal]ig nun viel gr~l~er. 
Andeut, ungea eines solehen Effekts seheinen in der Ta t  yon K u l e n -  
k a m p f f  gefunden worden zu sein*. Diese Anh~ufung der Strahlung in 

* H. Ku lenkampf f ,  ttandb, d. Physik XXIII, 450, 1926; aueh Ana. d. Phys. 
(4) 79, 548, 1922. 
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der N~he der Kante hat auch die Folge, dal~ die mit dioken Platten be- 
obachteten spektralen Verteilungskurven fiir kleine Spannungen an der 
Kante steiler ansteigen miissen als nach (1); und das wiirde den beobachteten 
Knick erklKren kSnnen. Diese Meinung is~ dadureh gestiitzt, dal] bei 
gegebener Spannung die Gri~l]e des Kniekes stark mit waehsender Atom- 
nummer, also wachsendem n, zunimmt*. An den Kurven sieht man ferner, 
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7 

k ~ y  

Fig. 2. 
A l s  O r d i n a t e n  sind,aufgetragen 

1. I z l Q  f i l r n  = 114 

2. IziQ . n=---1 
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5 . 1 Z l Q  . n =  11,~ 

6. ZZlQ . ~, = 0 
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�9 m 
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Fig, 3. 

Als Ordinaten stud aufgetragen 
I. Iz[Q ffir ~ ~ 2 

3. I z / Q  . n = 1 

4 . 1 ~ ] Q  . n ~ 2 

5. I :e /Q . n =  1 

6.1  

dal] die Isochromaten im allgemeinen langsamer mit wachsender Spannung 
zunehmen mii~ten als nach der Kramersschen Theorie. 

In Fig. 4 is~ die Gesamtstrahlung als Funktion der Anfangs- 
gesehwindigkeit aufgetragen. Da diese yon der durch (1) gegebenen 
stark abweicht, diirfte sie kaum mit der Effahrung im B1emsspektrum in 

* H .  K u l e n k a m p f f ,  1. % S. 455 ,  A b b .  11. 

47* 
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Einklang stehen. In Fig. 5 ist die Polarisation an der Kante aufgetragen. 
Sie ist dureh 

i ~ 1 i z 
P - ~  100. - - ~  

I~ + { I "  

definier~. Man sieht, dab ihr Wert nie unter 75 fgllt; dieser ist sehr 
viel grSller als der, den man bei dieken Sehiehten in der RtintgenriJhre 

- ~  
------>L~ rb 

Fig. 4. 
Als  Ordinate  i s t  aufgetragen 

t: / in e ( I  z + I~t ) cl 7, 

t. 9 Q ~  o ) 

,~176 f -- 
-Z -1 0 1 Z 

- ~* Ln. n, 

Fig. 5. 

Intensitat der Strahlung, die 
kntipft ist: 

e - -  ~ n arc tan _N]n 
~Z ~ 4T~2 Q ~ Z 2  N - 4  $1 ' 

1 - -  e - ~ z n  

$1 = ~ = o  ( N - - e - - 1 )  F - - i n ,  2 + t z - - N  1, 

finder*. Die Diskrepanz diirfte zum Tefl 
au[ tast elastische Zusammenst(ille im Me- 

tall, zum Tell aber, wie auch die Dis- 
krepanz in der Griille der Gesamtstrahlung, 

auf die Abschirmung der atomaren Elek- 
tronen zuriickzufiihren sein. 

Um diese Ergebnisse auf die Berech- 

nung der ,Undurchsichtigkeit" der Sterne 
anwenden zu kSnnen**, mu$ man auch 
die Strahlung mit beriieksiehfigen, die 

dem Einfangen des Elektrons in einem 
gebundenen Zustande entspricht. Denn die 
GrSSe der kontinuierlichen Strahlung ist 
zwar eine notwendige, nieht aber eine 
hinreichende Bedingung fi~r die Gr5l~e der 
Undurehsichtigkeit; und die Strahlung, die 
dem Einfangen entspricht, ist auch erheb- 
lich grSlaer a l s  die, die E d d i n g t o n * *  
diesen Spriingen zugesehrieben hat. lqaeh 

derselben Methode, die wir gebraueht 
haben, um (9), (10)und ([5) abzuleiten, 
finder man namlich fur die gesamte 
mit dem Einfangen im n-ten Zustande ver- 

--4inN~ 
(~ + i n)V 

2 i n  N ~ - - 4 i n N s [  ~ 
- -  ( N - - a  -- i - - ~ - - ~ n / F ( - - i n ,  l + ( z - - N ,  i, ( N + i n ) ~ ] !  , 

* H. Kulenkampff,  ttandb, d. Phys. XXIII, 450, 1926; auch Ann. d. Phys. 
(4) 79,548, 1922. 

** A. Eddington,  1. c. 
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for die parallele Komponente und 

64 z2 Q R Z 2 N -  2 e -  * n ~r~ t~ ~Vfn 

I~ ------ (1 + N~/n2)  ~ 1 - -  e - 2 ~  $2' 

S~-----~=o ~ (a + l) (h r - -  u - - 1 )  /7 1 - - i n ,  2 + u - - N ,  2, ( N + i n ) 2 / I  

fiir die senkrechte*. Wiederholt man nun die E dd ingtonsche  Rechnung, 

so ist an den allgemeinen Ergebnissen wenig zu andern. Wegen der 
expliziten Abhgngigkeit yon der effektiven Kernladung, die nun auftritt, 

und wegen ihrer Abhiinglgkeit yon der Temperatur wgchst die Undurch- 

sichtigkeit etwas langsamer mit abnehmender Temperatur. Man finder 

k s o c T - 8 . s  start k secT-T/2 .  

Das liegt aber durchaus im Bereich der astronomisch mSglichen Ver- 
haltnisse: 

k 2=cT-~I~ bis k 2~cT-712. 

Ferner kann man nun den yon E d d i n g t o n  dlskutierten Fall des Eisens 

in Capella numerisch untersuehen. Dabei hat man die effektive Kern- 

ladung gleieh 25 zu setzen** und finder fiir die Undurchsichtigkeit 

k~ ----- 35. Der yon E d d i n g t o n  auf Grund der Kramersschen  Theorie 

gefundene Weft war 4,95; der astronomisch bereehnete Wert ist 53. 

Herrn Prof. P a u l i  miichte ieh Iiir manche gute Ratsch]~ge danken. 

�9 Daraus finder man im Grenzfall _hr---~ ~ fiir die Strahlung pro Frequenz- 
einheit genau die Formeln (16). 

�9 * A. Eddington, 1. c., Chap X. 


